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Matematiikka ja kieli
Timo Tossavainen
Tässä artikkelissa tarkastellaan matematiikan 
kielellisiä piirteitä erityisesti matematiikan 
oppimisen ja opettamisen näkökulmasta. Li-
säksi kirjoituksessa pohditaan matematiikan 
kieliaspektin merkitystä mm. matematiikan 
opettajankoulutuksen kannalta.
Matematiikka on osoittautunut mahdottomak-
si asiaksi määritellä tyydyttävällä tavalla: kaikki 
yritykset ovat jääneet joko liian kapea-alaisiksi tai 
ylimalkaisiksi [1]. Matematiikan monisäikeisyys 
näkyy myös siten, ettei sen merkitystä ja luonnet-
ta voida kuvata yksikäsitteisellä tavalla edes sen 
oppimisen ja opettamisen näkökulmasta. 
Myös siitä, millainen oppilas on matemaatti-
sesti lahjakas, on olemassa monenlaisia käsityk-
siä. Perinteinen tapa puhua esim. lukio-opin-
tojen yhteydessä kieli- ja matematiikkalinjois-
ta paljastaa, että ihmisten on ajateltu jakautu-
van – enemmän tai vähemmän poissulkevas-
ti – joko kielellisesti tai matemaattisesti lahjak-
kaiden yksilöiden joukkoihin. Mitkään tieteel-
liset tutkimukset eivät näytä kuitenkaan erityi-
sesti tukevan tätä uskomusta. Pikemminkin vii-
me aikoina on nähty, että yksilön matemaatti-
nen ja kielellinen kehittyminen tukevat toinen 
toisiansa, joten matematiikkaa ja sen oppimis-
ta on alettu tutkia myös kielen ja sen oppimisen 
näkökulmasta. 
Millä perusteella matematiikkaa voidaan pi-
tää kielenkaltaisena objektina? Ajatus, ettei ma-
tematiikkaan liity mitään kielellisiä piirteitä, 
tullee kumotuksi sillä huomautuksella, että sitä 
ei käytännössä voida esittää pelkästään luon-
nollisia kieliä käyttäen [2].
Matematiikan kielellisiä piirteitä
Matematiikalla on oma sanastonsa ja siihen liit-
tyy runsas joukko vakiintuneita vain sille tyy-
pillisiä ilmaisuja ja kielellisiä rakenteita. Muun 
muassa matemaattisissa väitteissä ja päättelyis-
sä yleistä ’jos ja vain jos’ -rakennetta käytetään 
harvoin luonnollisissa kielissä. Toisaalta mate-
matiikassa käytetään runsaasti arkisessakin kie-
lenkäytössä esiintyviä sanoja, mutta usein näil-
lä sanoilla on konkreettiseen ja havainnolliseen 
sanojen tulkintaan nähden erilainen merkitys. 
Sana diskreetti ei viittaa matematiikassa hieno-
tunteisuuteen eikä sileä funktio ole rypistyneen 
funktion vastakohta. 
Matemaattinen teksti sisältää yleensä myös 
tavallisen aakkoston ulkopuolisia symbole-
ja. Näitä voidaan käyttää sekä matemaattisten 
objektien niminä ja ilmaisemaan niiden välisiä 
suhteita että myös välittämään tietoa mm. sii-
tä, kuinka kaavojen ja merkkijonojen välittä-
mää päättelyä tulisi seurata. Erityisesti viimeksi 
mainittu seikka mahdollistaa sen, että matema-
tiikassa käytetään – lähinnä luonnollisten kiel-
ten virkkeisiin verrattavissa olevalla tasolla – 
sellaisiakin argumentaatiomuotoja, joissa päät-
tely voi edetä yhtä aikaa moneen suuntaan. 
Vaikka matematiikkaa yleisesti pidetään 
mahdollisuutena esittää monimutkaisiakin aja-
tusrakennelmia erityisen täsmällisellä tavalla, 
siihen ei kuitenkaan liity kaiken kattavaa luon-
nollisen kielen kielioppiin verrattavissa olevaa 
sääntökokoelmaa siitä, millä tavalla mikäkin 
asia pitäisi sanoa (kaikissa mahdollisissa asia-
yhteyksissä). On vain olemassa perinteen kal-
taisena välittyviä tapoja ilmaista vakiintunei-
ta käsitteitä ja niistä koostuvia rakenteita, jot-
ka kuitenkin eri asiayhteyksissa voivat korvau-
tua uusilla merkinnöillä. Esimerkiksi funktion 
derivaattaan viitataan eri yhteyksissä funktion 
nimeen liitetyllä pilkulla, pisteellä tai ilmaisul-
la ∂f/∂x jne. 
Tämäkin ominaisuus kuitenkin tukee sitä 
käsitystä, että matematiikka on kieleen verrat-
tavissa: se kehittyy kuten kieli tuottaen uusia il-
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maisutapoja myös entuudestaan tutuille käsit-
teille ja rakenteille. Toisaalta on todettava, että 
useimpien matematiikan osa-alueiden sisäl-
lä merkintöjen käyttöä ja ilmaisujen tuottamis-
ta yleisesti ohjaavat hyvinkin vakiintuneet käy-
tännöt.
Matematiikan kehittyminen kielenä paljas-
tuu myös tutkimalla yksittäisten käsitteiden 
merkitysten syvenemistä ja laajenemista. Tar-
kastellaan esimerkkiä potenssin laskusäännöis-
tä. Merkintä an on alunalkaen tarkoittanut lu-
kua, joka saadaan kertomalla n kappaletta luku-
ja a keskenään. Tämä sanallinen ilmaisu on mie-
lekäs lähinnä silloin, kun n on ykköstä suurem-
pi luonnollinen luku. Tällöin on varsin helppoa 
todeta esim. seuraavat laskusäännöt:
aman=am+n,
am/an=am-n (kun a…≠0 ja m > n+1),
(am)n=amn.
Sen sijaan ilmaisut 30 tai 5-2 ovat selvästi 
ristiriidassa em. potenssin määritelmän kans-
sa. Ristiriita voidaan ratkaista määrittelemäl-
lä ensimmäinen, nollas ja negatiivinen potenssi 
s.e. potenssin alkuperäisen määritelmän kans-
sa yhteensopivat laskusäännöt pysyvät voi-
massa. Tällöin laskukaavojen edustama sym-
bolikieli pysyy näennäisesti muuttumattoma-
na, mutta sen ilmaisuvoima lisääntyy. Itse asi-
assa merkintä ap on nykymatematiikassa mie-
lekäs ja yhteensopiva em. laskukaavojen kans-
sa myös silloin, kun eksponentille sallitaan ar-
voksi mikä tahansa reaaliluku (ja a>0, ks. myös 
[3]). Tämä potenssin käsitteen yleistys on edel-
lyttänyt jo varsin radikaalia näkökulman laa-
jentamista em. laskukaavojen näennäisestä yk-
sinkertaisuudesta huolimatta. 
Vielä yhden näkökulman matematiikan kie-
lenkaltaisuuteen voi saada tarkastelemalla so-
siomatemaattisen normin nimellä tunnettua il-
miötä eli sitä, kuinka yhteisö ja asiayhteys vai-
kuttavat yksilön tapaan ilmaista matemaattisia 
ajatuksiaan. Esimerkiksi, jos jonkin asian käsit-
tely perustuu siihen, että funktion f(x)=x2 +1 de-
rivaatta on f’(x)=2x, voidaan tämä fakta eri yh-
teyksissä käsitellä hyvin eri tavoin. Jos kyse on 
lukion pitkän matematiikan polynomifunktioi-
den kurssista, se on käsiteltävä vetoamalla ku-
vaajasta saatavaan havaintoon. Derivaattakurs-
silla tämä väite voidaan jo perustella sovelta-
malla valmiina annettuja polynomifunktioiden 
derivoimissääntöjä. Yliopistollisella analyysin 
peruskurssilla väite saatettaisiin puolestaan to-
distaa oikeaksi derivaatan määritelmän nojal-
la, kun taas jatkokurssilla kyseinen argumen-
tin osa todennäköisimmin jo sivuutettaisiin tri-
viaalina detaljina. 
Matematiikan kieliaspekti ja yksilön 
matematiikkakuva 
Matematiikkaan ja sen oppimiseen liittyvät kä-
sitykset ja uskomukset vaikuttavat matematii-
kan oppimistuloksiin [4]. Henkilö, joka arvos-
taa matematiikkaa lähinnä sen käytännön so-
vellusten takia, oppii sitä eri tavalla kuin henki-
lö, jolle matematiikan merkitys on sen sisäisessä 
loogisessa kauneudessa. Muun muassa tämän 
takia on mielekästä tutkia, missä määrin mate-
matiikan aineenopettajaksi opiskelevat mieltä-
vät matematiikan kielenkaltaiseksi asiaksi. Mo-
nien tutkimusten tulokset viittaavat esim. ma-
temaattisen todistamisen taitojen ja matematii-
kan kielellisten piirteiden (jatkossa kieliaspek-
tin) tunnistamisen liittyvän toisiinsa [5]. 
Jos matematiikan kieliaspektiin liittyvät käsi-
tykset pakotetaan yksidimensioiselle asteikolle, 
tämän toiseksi ääripääksi pitänee asettaa näke-
mys, jonka mukaan matematiikka on elävään ja 
kehittyvään kulttuuriin liittyvä kieli samalla ta-
valla kuin suomi tai saksa, ja sen vastakohdak-
si näkemys, jonka mukaan matematiikka on ob-
jekti, johon luonnollisilla kielillä vain viitataan, 
ja joka on olemassa näistä riippumattomasti ja 
näiden ulkopuolella. Ensin mainitun näkemyk-
sen voidaan katsoa sisältävän myös käsityksen, 
että matematiikka on olemassa eli esimerkiksi 
matemaattisella tekstillä tai puheella on merki-
tystä, vain silloin kun on olemassa yksilöitä, jot-
ka osallistuvat (tai ainakin voisivat osallistua) 
tekstin tai puheen välittämään kommunikaatio-
tapahtumaan [6].
Sen määrittäminen, miten yksilö tunnistaa 
ja millaisen merkityksen hän antaa matematii-
kan kielellisille piirteille, on haasteellinen tehtä-
vä. Haastattelututkimuksissa voidaan toki sel-
vittää mm. analogioita (esim. Muistuttaako ma-
tematiikan opiskelu vieraiden kielten opiske-
lua?) käyttäen, tunnistaako tutkittava henkilö 
matematiikan kieliaspektia lainkaan. Kielias-
pektin laatu yksilön matematiikkakuvassa [7] 
paljastuu kuitenkin paremmin tarkastelemal-
la, millaista kieltä hän käyttää matemaattisis-
sa tuotoksissaan. Tällöin voidaan tutkia vaikka-
pa sitä, missä määrin tutkittava henkilö kiinnit-
tää huomiota matemaattisen logiikan ja arkikie-
len välisiin eroihin sanojen ’tai’ ja ’ja’ sekä ’jos-
niin’ -rakenteen käytössä, tai sitä, pyrkiikö yk-
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silö kuvailevaan kielenkäyttöön vai matemaat-
tisten määritelmien ja käsitteiden täsmälliseen 
käyttöön. Matematiikan kieliluonnetta vähät-
televät opiskelijat esim. pyrkivät usein käyttä-
mään analyyttisen geometrian käsitteitä ja me-
netelmiä euklidisen geometrian kurssilla tai 
päinvastoin. Myös ”Pii on irrationaaliluku ja 
sen arvo on 3,14.” -tyyppiset virheet ovat pal-
jastavia. 
Matematiikan opetuksen kehittäminen ja 
kieliaspekti
Ongelmanratkaisu on viimeisen kahdenkym-
menen vuoden aikana muodostunut merkittä-
väksi osaksi valtakunnallisia opetussuunnitel-
mien perusteita, ja sitä on tarjottu kaikilla ta-
soilla keinoksi parantaa matematiikan opetuk-
sen laatua. Erityisesti yliopistollisen matema-
tiikan oppimisen edistämisessä ongelmanrat-
kaisun lisääminen saattaa kuitenkin osoittau-
tua toivottua tehottomammaksi keinoksi. On-
gelmana nimittäin on se, että ongelmanratkai-
sussa käytetty mielikuviin ja representaatioi-
hin [8] liittyvä kieli voi olla hyvin toisenlainen 
kuin kieli, jolla varsinaisen matematiikan tulok-
set tulisi esittää. 
Opiskelijoiden vakavimmat vaikeudet mate-
matiikan oppimisessa näyttävät itse asiassa liit-
tyvän enemmän representaatioiden tasolla ta-
pahtuvan ajattelun kääntämiseen matematii-
kan kielelle ja päinvastoin kuin varsinaisen on-
gelman ratkaisemiseen. Analyysin opintojensa 
kanssa kamppailevien opiskelijoiden silloin täl-
löin esittämät väitteet kuten
x/2+x/3=2x/5
eivät ole osoitus esim. siitä, opiskelijat ku-
vittelisivat ’kakun puolikkaan ja kolmanneksen 
olevan yhteensä kaksi viidesosaa eli alle puo-
let kakusta’, vaan pikemminkin siitä, ettei yhtä-
suuruusmerkin oikealla puolella oleva lauseke 
edusta heille mitään käsitettävää ilmaisua, ja sik-
si he arvaavat omalla tavallaan johdonmukaises-
ti yhteenlaskun lopputulokseksi osoittajina ole-
vien x:ien summan ja nimittäjien 2 ja 3 summan 
osamäärää. Tällaisten opiskelijoiden polynomi-
algebran taidot eivät kohene polynomilausek-
keisiin liittyviä mielikuvia muokkaamalla vaan 
löytämällä oikea tapa yhdistää heidän represen-
taatioiden tasolla tapahtuva, yleensä oikeita joh-
topäätöksiä tuottava, ajattelunsa matematiikan 
kielellä tapahtuvaan ilmaisuun.
Formaalin matematiikan ja representaatioi-
den tasojen välisen kielenkääntämisen ongel-
ma ilmenee jopa siten, että opiskelijat joutues-
saan ratkaisemaan tehtävää, jonka antamisen 
yhteydessä on annettu myös vihjeitä ratkaisun 
löytämiseksi, käyttävät ratkaisuansa konstru-
oidessaan vihjeitä varsin harvoin. Tämä johtu-
nee siitä, että vihjeet on yleensä annettu varsi-
naisen matematiikan kielellä, joten kääntämis-
ongelmasta kärsivät opiskelijat kokevat vihjeet 
pikemminkin tehtävää vaikeuttavaksi ylimää-
räiseksi taakaksi kuin tehtävän muotoilijan tar-
koittamalla tavalla! 
On osoittautunut, että matematiikan oikea-
kielisyyttä tai edes sosiomatemaattisen normin 
alkeita ei opita sen enempää koulussa kuin yli-
opistossakaan pelkän matemaattisen substans-
sin läpikäynnin ohessa. Esimerkiksi sekä kou-
lulaisilla että aineenopettajaksi opiskelevilla on 
vakavia puutteita jopa lukukäsitteen hallinnas-
sa, minkä voidaan katsoa johtuvan kieliaspek-
tin negatiivisesta korostumisesta opiskelijoiden 
matematiikkakuvassa siten, ettei kyetä hahmot-
tamaan, mitä matemaattisia käsitteitä on sisäis-
tettävä samalla tavalla kuin perussanasto min-
kä tahansa kielen opiskelussa. Toiseksi, myös 
matematiikan opinnoissaan pidemmälle eden-
neillä opiskelijoilla on yleisesti vaikeuksia hah-
mottaa sitä, millainen matemaattisten faktojen 
yhteenkokoaminen konstruoi matemaattisen 
todistuksen [9].
Jo monituhatvuotinen historia todistanee, 
ettei matematiikan opetuksen ongelmia voi-
da ratkaista pelkästään opetusmenetelmällisil-
lä uudistuksilla. Jos olisi olemassa algoritmina 
kuvattavissa oleva paras tapa opettaa matema-
tiikkaa tai esittää matemaattiset faktat oppimi-
sen kannalta optimaalisessa järjestyksessä, se 
olisi mitä todennäköisimmin ennätetty jo kek-
siä. Toisaalta, edellä sanotun perusteella näyt-
tää siltä, että matematiikan oppimisen ongel-
mat ovat usein enemmän kielellisiä kuin varsi-
naisesti matemaattisia. Tästä näkökulmasta kat-
sottuna matematiikan opetuksen kehittäminen 
näyttää mahdolliselta. 
Nimittäin, jo ihmisten kokemukset ja muisti-
kuvat koulumatematiikasta viittavat siihen, et-
tei keskustelevan ja oppijan oman matemaatti-
sen kielitaidon kehittymistä tukevan opetustyy-
lin mahdollisuuksia ole läheskään aina osattu 
hyödyntää matematiikan opetuksessa. Jos kiel-
ten opettajat olisivat lukiotasolla yhtä suurpiir-
teisiä oikeakielisyyden suhteen kuin matematii-
kan opettajat keskimäärin ovat, ei kukaan häm-
mästelisi opiskelijoiden kehnoa kielitaitoa.
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Onneksi opiskelijoiden matematiikkaan ja 
sen oppimiseen liittyviin asenteisiin ja toimin-
tatapoihin voidaan vielä vaikuttaa yliopistossa 
[10]. Matematiikan kieliaspektin korostaminen 
erityisesti opettajankoulutuksessa voi todella 
johtaa matematiikan opetuksen laadun yleiseen 
parantumiseen. Toisaalta kieliaspektin koros-
taminen pakottaa opetuksen järjestäjät tarkas-
telemaan opintokokonaisuuksien sisältöjä uu-
della tavalla. Kieliaspektiin ei välttämättä voida 
kiinnittää halutulla tavalla huomiota kursseilla, 
joilla opiskelijoiden on keskityttävä erityises-
ti laskutekniikkaansa parantamiseen. Olisikin 
tarpeellista pohtia laajasti ja monelta kannal-
ta mm. sitä, missä määrin analyysiä, jonka al-
keidenkin läpikäyminen edellyttää lukiomate-
matiikan ylittävien laskumenetelmien omaksu-
mista, on tarpeen sisällyttää pelkästään perus-
koulussa toimivien aineenopettajien matematii-
kan opintoihin.
Matematiikan kieliaspektiin kannattanee 
kiinnittää huomiota matematiikan opetuksen 
kaikilla tasoilla mutta erityisesti yliopistoissa: 
korkeamman matematiikan oppiminen on pi-
kemminkin laajan ja monikerroksisen käsitteel-
lisen informaation tietoista uudelleenjäsentä-
mistä ja täydentämistä kuin yksittäisten käsit-
teiden tai laskukaavojen omaksumista. Se on 
siis oleellisesti yksilön jo omaksuman konsep-
tuaalisen ja proseduraalisen tiedon kielellistä 
työstämistä.
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